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TiÕt 1-2-3-4
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Chuyªn ®Ò 1:



phÐp nh©n vµ phÐp chia ®a thøc
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D¹ng tæng qu¸t:
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PhÐp nh©n ®¬n thøc víi ®a thøc,®a thøc víi da thøc:




A(B+C) = A.B +A.C



( A + B)( C+ D ) = A . C + A . D + B . C + B . D

C¸c bµi to¸n vËn dông:
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Cho biÓu thøc:




M = 
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a) B»ng c¸ch ®Æt 
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b) TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc M.

Gi¶i:


a) M = 
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Bµi to¸n 2:

                     TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc:

A= 
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                     Gi¶i:


C¸ch 1. Thay 
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      C¸ch 2: Thay 5 bëi 
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= 
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NhËn xÐt: Khi tÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc, ta th­êng thay ch÷ b»ng sè.Nh­ng ë vÝ dô 1 vµ ë c¸ch 2 cña vÝ dô 2, ta l¹i thay sè b»ng ch÷.
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Bµi to¸n 3: 


Chøng minh h»ng ®¼ng thøc
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biÕt r»ng 
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Gi¶i:


BiÕn ®æi vÕ tr¸i ta ®­îc:


[image: image28.wmf]).

(

)

(

2

3

·

2

2

2

2

ca

bc

ab

c

b

a

x

x

ab

cx

x

bc

bx

cx

x

ab

bx

x

+

+

+

+

+

-

=

+

-

+

+

-

-

+

+

-

-


Thay 
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bµi tËp:
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Bµi tËp 1: Rót gän bÓu thøc
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Víi 
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Bµi tËp 2: 



a)Chøng minh r»ng 
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b) ViÕt 7.32 thµnh tæng cña ba luü thõa c¬ sè 2 víi c¸c sè mò lµ ba sè tù nhiªn liªn tiÕp
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Bµi tËp 3:



TÝnh 
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Bµi tËp 4:



Chøng minh h»ng ®¼ng thøc:



(
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Bµi tËp 5:



Rót gän biÓu thøc 
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biÓu r»ng       
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TiÕt 5-6-7-8
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Chuyªn ®Ò 2:




c¸c h»ng ®¼ng thøc ®¸ng nhí
Ngoµi b¶y h»ng ®¼ng thøc quen théc,h/s cÇn biÕt ®Õn c¸c h»ng ®¼ng thøc më réng.


tõ ®¼ng thøc (1) ta suy ra:
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Më réng:
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Tæng qu¸t:
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C¸c vÝ dô :
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VÝ dô 1:


Cho x+y=9    ;  xy=14. TÝnh gi¸ trÞ cña c¸c biÓu thøc sau:


a)  x-y ;       b)  x
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;        c)x
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a)
(x-y)
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suy ra  x-y = 
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            b) (x+y)
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suy ra x
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             c) (x+y)
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suy ra  x
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NhËn xÐt:

1. Hai sè cã b×nh ph­¬ng b»ng nhau th× chóng ®èi nhau hoÆc b»ng nhau.Ng­îc l¹i , hai sè ®èi nhau hoÆc b»ng nhau cã b×nh ph­¬ng b»ng nhau.




( A – B)
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= ( B – A )
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2. §Ó tiÖn sö dông ta cßn viÕt: 




( A + B)
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( A – B)
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VÝ dô 3:


T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc :




A = (x + 3y – 5)
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Gi¶i :

 

A = x
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    = ( x
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    = ( x -5)
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V× (x-5)
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 0 (dÊu “ =” x¶y ra 
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 EMBED Equation.3  [image: image91.wmf]x=5 ); (3y-5)
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0 (dÊu “=” x¶y ra
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 NhËn xÐt :

1. C¸c h»ng ®¼ng thøc ®­îc vËn dông theo hai chiÒu ng­îc nhau.

Ch¼ng h¹n:

(A – B )
[image: image98.wmf]2

= A
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 - 2AB + B
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 hoÆc ng­îc l¹i

2. B×nh ph­¬ng cña mäi sè ®Òu kh«ng ©m :

( A – B )
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 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf]³

0 (dÊu “ =” x¶y ra 
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VÝ dô 4: 




Cho ®a thøc 2x
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- 5x +3.ViÕt ®a thøc trªn d­íi d¹ng mét ®a thøc cña biÕn y trong ®ã y =x+ 1.

Gi¶i:  thay x bëi y-1, ta ®­îc :




1x
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- 5x +3 = 2( y – 1)
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         = 2 ( y
[image: image107.wmf]2
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         = 2y
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VÝ dô 5:




Sè nµo lín h¬n trong hai sè A vµ  B ?



A = (2+1)(2
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+1)(2
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+1)(2
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B = 2
[image: image113.wmf]32

.

Gi¶i:




Nh©n hai vÕ cña A víi 2-1, ta ®­îc :



A = (2-1)(2+1)(2
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+1)(2
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+1)(2
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+1).


¸p dông h»ng ®¼ng thøc (a+b)(a-b) = a
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 nhiÒu lÇn, ta ®­îc:



A = 2
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-1. VËy A < B.

VÝ dô 6:



Rót gän biÓu thøc :




A = (a + b + c)
[image: image121.wmf]3

 + (a - b – c)
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 -6a(b + c)
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.


Gi¶i :




A = [a + (b + c)]
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 + [a – (b + c)]
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    =  a
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+ 3a
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= 2a
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Bµi tËp vËn dông:

A – C¸c h»ng ®¼ng thøc (1),(2),(3),(4)
Bµi 6:


TÝnh nhamh kÕt qu¶ c¸c biÓu thøc sau:

a) 127
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+146.127 + 73
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 ;

b) 9
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.2
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d) (20
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Bµi 7 :
TÝnh gi¸ trÞ cña biÓu thøc b»ng c¸ch hîp lÝ :

        a) A = 
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 ; b) B = 263
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+ 74.263 + 37
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 ; C = 136
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;
c) D = (50
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+ 48
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) – (49
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Bµi 8 :


Cho a
[image: image170.wmf]2

+ b
[image: image171.wmf]2

+ c
[image: image172.wmf]2

= ab + bc + ca . Ch­ng minh r»ng a = b = c .

Bµi 9 :



T×m x vµ t×m n
[image: image173.wmf]Î

 N biÕt




x
[image: image174.wmf]2

+ 2x + 4
[image: image175.wmf]n

- 2
[image: image176.wmf]1

+

n

+2 = 0.

B – C¸c h»ng ®¼ng thøc (5), (6), (7) :

Bµi 10 :


Rót gän c¸c biÓu thøc :

a) x(x-1)(x+1) – (x+1)(x2-x+1) ;

b) 3x2(x+1)(x-1) – (x2-1)(x4+x2+1)+(x2-1)3;

c) (a+b+c)3+((a-b-c)3+(b-c-a)3+(c-a-b)3 ;

Bµi 11 :



T×m x biÕt :


6(x+1)2-2(x+1)3+2(x-1)(x2+x+1) = 0

Bµi 12 :


Chøng minh c¸c h»ng ®¼ng thøc :



(a+b+c)3 = a3+b3+c3+3(a+b)(b+c)(c+a).

Bµi 13 :



Cho a+b+c+d = 0 . Chøng minh r»ng :





a3+b3+c3+d3 = 3(ab – cd)(c +d) .

Bµi 14 :



Cho a+b = 1 .TÝnh gi¸ trÞ cña M = 2(a3+b3) – 3(a2 +b2) .
TiÕt 9-10-11-12
Chuyªn ®Ò 3:   Tø Gi¸c – h×nh Thang – H×nh thang c©n

*) Kh¸i niÖm chung vÒ tø gi¸c:


+) §Þnh nghÜa :

a) Tø gi¸c ABCD lµ h×nh gåm bèn ®o¹n th¼ng AB, BC, CD, DA trong ®ã bÊt k× hai ®o¹n th¼ng nµo còng kh«ng cïng n»m trªn mét ®­êng th¼ng.

   A, B, C, D lµ c¸c ®Ønh ; AB, BC, CD, DA lµ c¸c c¹nh.


Ta chØ xÐt tø gi¸c ®¬n trong ®ã c¸c c¹nh chØ cã thÓ c¾t nhau t¹i c¸c ®Ønh.
Trong tø gi¸c ®¬n ABCD, ta ph©n biÖt : hai ®Ønh kÒ nhau (cïng n»m trªn mét c¹nh ) víi hai ®Ønh ®èi nhau(kh«ng kÒ nhau(xuÊt phat tõ mét ®Ønh) víi hai c¹nh ®èi (kh«ng kÒ nhau).


§­êng chÐo cña tø gi¸c lµ ®o¹n th¼ng nèi hai ®Ønh ®èi nhau.


Trong tËp hîp , c¸c ®iÓm cña mÆt ph¼ng chøa mét tø gi¸c ®¬n, ta ph©n biÖt ®iÓm thuéc tø gi¸c, ®iÎm trong tø gi¸c, ®iÓm ngoµi tø gi¸c.

b) ABCD lµ tø gi¸c låi 
[image: image177.wmf]Û

ABCD lu«n thuéc nöa mÆt ph¼ng víi bê lµ ®­êng th¼ng chøa bÊt kú c¹nh nµo cña nã.

Tø gi¸c (®¬n) kh«ng låi lµ tø gi¸c lâm.

Trong h×nh, ABCD lµ tø gi¸c låi
3. §Þnh lÝ:
Tæng c¸c gäc trong tø gi¸c b»ng 3600 .

*) T×m hiÓu s©u vÒ tø gi¸c gi¸c låi:


§Þnh lÝ : Trong mét tø gi¸c låi , hai ®­êng chÐo c¾t nhau.


§¶o l¹i, nÕu mét tø gi¸c cã hai ®­êng chÐo c¾t nhau th× ®ã lµ mét tø gi¸c låi.




ABCD låi 
[image: image178.wmf]Û

 ABCD cã hai ®­êng chÐo c¾t nhau.


[image: image179.wmf]
§Ó chøng minh ®Þnh lÝ, cÇn nhí l¹i mÊy ®Þnh lÝ sau ®©y:
(I) Tia Oz n»m trong gäc xOy 
[image: image180.wmf]Û

 tia Oz c¾t ®o¹n th¼ng MN, víi M
[image: image181.wmf]Î

Oz, N
[image: image182.wmf]Î

Oy

(II) NÐu tia Oz n»m trong xOy th× Oz vµ Oy n»m trong nöa mÆt ph¼ng bê chøa Oy; Oz vµ O x n»m trong nöa mÆt ph¼ng bê chøa Oy.
Cho tam gi¸c ABC
a) C¸c trung tuyÕn xuÊt ph¸t tõ c¸c ®iÓm A vµ C c¾t nhau t¹i ®iÓm M. Tø gi¸c ABCM lµ låi hay kh«ng låi? V× sao?

b) M lµ mét ®iÓm tuú ý thuéc miÒn trong cña tam gi¸c ABC( kh«ng th¼ng hµng víi hai ®Ønh nµo cña tam gi¸c). Víi vÞ trÝ nµo cña ®iÓm M th× ABCM lµ tø gi¸c låi?

c) M vµ N lµ hai ®iÓm tuú ý thuéc miÒn trong cña tam gi¸c ABC( vµ kh«ng th¼ng hµng víi ®Ønh nµo cña tam gi¸c). Chøng minh r»ng trong n¨m ®iÓm A, B, M, N, C bao giê còng chän ra ®­îc bèn ®iÓm lµ ®Ønh cña mét tø gi¸c låi.
Gi¶i

a) ABCM kh«ng låi (lâm), v× B vµ C n»m ë hai nöa mÆt ph¼ng ®èi nhau cã bê chøa AM (h .2a)

b) KÕt qu¶ ë c©u a/ còng ®óng khi M lµ ®iÓm bÊt k× thuéc miÒn trong cña tam gi¸c ABC.

NÕu M thuéc miÒn ngoµi cña ABC th× cã hai tr­êng hîp :


- M ë trong gãc ®èi ®Ønh cña mét gãc cña tam gi¸c. trong h .2b, M ë trong gãc ®èi ®Ønh cña gãc B . DÔ thÊy r»ng lóc ®ã ®Øng B l¹i lµ ®iÓm thuéc miÒn trong cña tam gi¸c MAC, do ®ã AMCB kh«ng låi(lâm).


- M ë trong mét gãc cña tam gi¸c. trong h×nh 2b, M’ n»m trong gãc A. Do ®ã AM’ lµ tia trong cña gãc A, mµ A vµ M’ n»m ë hai phÝa cña c¹nh BC, cho nªn ®o¹n Am’ c¾t ®o¹n th¼ng BC vµ ABM’C lµ tø gi¸c låi.
Tãm l¹i, trong h .2b, c¸c miÒn ®­îc g¹ch chÐo lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M mµ MABC lµ tø gi¸c lâm.

C¸c miÒn kh¸c (®Ó tr¾ng ) lµ tËp hîp c¸c ®iÓm M mµ M, A, B, C lµ c¸c ®Ønh cña tø gi¸c låi.

c) §­êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm M vµ N bao giê còng kh«ng c¾t mét c¹nh cña tam gi¸c ABC. Trong h .2c, ®­êng th¼ng MN kh«ng c¾t AC. Tø gi¸c MNCA lµ tø gi¸c låi(®iÓm N thuéc miÒn ngoµi cña tam gi¸c MAC vµ n»m trong gãc MAC). 







H .2a
c¸c vÝ dô :
VÝ dô 1:



Chøng minh r»ng trong mét tø gi¸c låi tæng ®é dµi c¸c c¹nh(chu vi) lín h¬n tæng ®é dµi c¸c ®­êng chÐo vµ nhá h¬n hai lÇn tæng ®é dµi c¸c ®­êng chÐo.
*) NhËn xÐt :


§©y lµ bµi to¸n vÒ chøng minh bÊt ®¼ng thøc vÒ c¸c ®é dµi. nªn kÎ thªm c¸c ®­êng phô, xÐt c¸c tam gi¸c ®Ó ¸p dông mÖnh ®Ò :” Trong mét tam gi¸c, toáng ®é dµi hai c¹nh lín h¬n ®é dµi c¹nh thø ba”.

Gi¶i


Cho tø gi¸c ABCD(h. 7). Ta ph¶i chøng minh :

AC + BD < AB + BC + CD + DA < 2( AC + BD)

1) Chøng minh         AC + BD < AB + BC + CD + DA

Ta cã :

AC < AB +BC    (bÊt ®¼ng thøc trong 
[image: image183.wmf]D

ABC)
AC < AD + DC  (bÊt ®¼ng thøc trong 
[image: image184.wmf]D

ADC)

BD < BC + CD   (bÊt ®¼ng thøc trong
[image: image185.wmf]D

BCD) 

BD < BA + AD   (bÊt ®¼ng thøc trong 
[image: image186.wmf]D

BAD)

Tõ ®ã :


2( AC + BD) < 2(AB +BC + CD + DA)



AC + BD < AB + BC + CD + DA


2) Chøng minh    


AB + BC + CD + DA < 2( AC + BD).
Trong tam gi¸c ABO vµ CDO, ta cã :


AB < BO + OA


(1)


CD < CO + OD


(2)

Céng (1) vµ (2) ta cã :


AB + CD < BO + OD + CO + OA


AB + CD < BD + AC

(3)

T­¬ng tù, trong tam gi¸c BCO vµ ADO, ta cã :


AD + BC < BD + AC

(4)

Tõ (3) vµ (4) ta ®­îc :


AB + BC + CD + DA < 2( AC + BD).
(®pcm)


*) NhËn xÐt:

1) Tõ mçi bÊt ®¼ng thøc (3) vµ (4) ta thÊy vÕ tr¸i lµ tæng cña hai c¹nh cña tø gi¸c, cßn vÕ ph¶i lµ tæng cña hai ®­êng chÐo. VËy cã thÓ ph¸t biÓu mÖnh ®Ò :

 “ Trong mét tø gi¸c gi¸c låi, tæng cña hai c¹nh ®èi nhá h¬n tæng cña hai ®­êng chÐo”.


2) NÕu tø gi¸c ABCD kh«ng låi, th× hai bÊt ®¼ng thøc trong bµi 7 cã cßn ®óng kh«ng ? v× sao?

VÝ dô 2:


Cho mét tø gi¸c låi ABCD, Tronh ®ã AB + BD kh«ng lín h¬n AC + CD. 

Chøng minh r»ng : 
AB < AC.

Gi¶i

Gäi giao ®iÓm cña AC vµ BD lµ O

Trong tam gi¸c AOB, ta cã :


AB < AO + OB

(1)

Trong tam gi¸c COD, ta cã :


CD < CO + OD

(2)


Tõ (1) vµ (2) ta cã :

AB + CD < BO + OD + CO + OA

AB + CD < AC + BD
(3)

Theo gi¶ thiÕt :


AB + BD 
[image: image187.wmf]£

 AC + CD
(4)

Tõ (3) vµ (4) suy ra AB < AC.(®pcm)
VÝ dô 3 :


 Cho tø gi¸c låi ABCD. Gäi P vµ Q lµ trung ®iÓm cña hai c¹nh AD vµ BC. Chøng minh r»ng :





PQ 
[image: image188.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image189.wmf]2

AB

DC

+



Gîi ý :


ë ®©y cã bÊt ®¼ng thøc gi÷a ®é dµi c¸c ®o¹n th¼ng , nªn kÎ ®­êng phô ®Ó cã c¸c h×nh tam gi¸c, l¹i cã trung ®iÓm cña c¸c c¹nh, nªn nhgÜ ®Õn viÖc ¸p dông ®Þnh lÝ vÒ ®­êng trung b×nh trong tam gi¸c.

Gi¶i



GT
Tø gi¸c ABCD




PA = PD, QB = QC






KL 
PQ 
[image: image190.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image191.wmf]2

AB

DC

+


Cm:

 Ta kÎ thªm ®­êng chÐo AC vµ lÊy trung ®iÓm F cña AC.

Trong tam gi¸c ACD, PF lµ ®­êng trung b×nh, do ®ã :





PF = 
[image: image192.wmf]2

DC


Trong tam gi¸c ACD, PF lµ ®­êng trung b×nh. do ®ã :





QF = 
[image: image193.wmf]2

AB


NÕu P,Q vµ F kh«ng th¼ng hµng th× trong tam gi¸c PQF ta cã:




PQ < PF + QF = 
[image: image194.wmf]2

AB

DC

+


NÕu P, Q, vµ F th¼ng hµng th× F lµ ®iÓm n»m gi÷a cña hai ®o¹n th¼ng PQ vµ ta cã :


PQ = PF + QF = 
[image: image195.wmf]2

AB

DC

+


Nh­ vËy trong mäi tr­êng hîp, ta cã :






PQ 
[image: image196.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image197.wmf]2

AB

DC

+

. ( ®pcm)

NhËn xÐt :


Cã thÓ thÊy ngay r»ng :





P, Q, F th¼ng hµng


[image: image198.wmf]Û


AB//CD.


Do ®ã ta chøng minh ®­îc r»ng :


PQ 
[image: image199.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image200.wmf]2

AB

DC

+

.

Trong ®ã dÊu = x¶y ra khi vµ chØ khi AB//CD.

Nh­ vËy, qua viÖc gi¶i bµi to¸n trªn, ta chøng minh cïng mét lóc hai ®Þnh lÝ:

(1) NÕu ABCD lµ h×nh thang (AB//CD) th× PQ = 
[image: image201.wmf]2

AB

CD

+


         (2) NÕu ABCD kh«ng lµ h×nh thang (AB//CD) th× PQ 
[image: image202.wmf]¹
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AB

CD

+

 vµ PQ < 
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AB

DC

+


C¸c bµi tËp :

Bµi tËp 1:



Cho A, B, C, D lµ bèn ®Ønh cña mét tø gi¸c låi,E lµ mét ®iÓm thuéc miÒn trong cña ttam gi¸c OCD, víi O lµ giao ®iÓm cña hai ®o¹n th¼ng AC vµ BD. ChØ ra tø gi¸c låi nhËn bèn trong n¨m ®iÓm A, B, C, D, E.
Bµi tËp 2:



Chøng minh r»ng tõ n¨m ®iÓm bÊt k× trong mÆt ph¼ng(kh«ng cã ba ®iÓm nµo th¼ng hµng) Bao giê còng chän ®­îc bèn ®iÓm lµ c¸c ®Ønh cña mét tø gi¸c låi.

Bµi tËp 3:



Chøng minh r»ng trong mét tø gi¸c låi cã c¸c gãc kh«ng b»ng nhau th× cã Ýt nhÊt mét gãc tï.

Bµi tËp 4:



Cho tø gi¸c låi ABCD, hai c¹nh AD vµ BC kÐo dµi gÆp nhau t¹i E, hai c¹nh AB vµ CD kÐo dµi gÆp nhau t¹i M. KÎ hai ph©n gi¸c cña hai gãc CED vµ BMC c¾t nhau t¹i K. tÝnh gãc EKM theo c¸c gãc trong cña tø gi¸c ABCD.
*) h×nh thang – h×nh thang c©n:
H×nh thang:



-) §Þnh nghÜa:


H×nh thang lµ tø gi¸c cã hai c¹nh song song.


AB//CD

ABCD lµ h×nh thang 
[image: image205.wmf]Û


hoÆc  (AB//CD,AD//BC)


AD//BC


Trong h×nh thang, hai c¹nh song song lµ hai c¹nh ®¸y; hai c¹nh kia lµ hai c¹nh bªn, ®o¹n th¼ng nèi trung ®iÓm cña hai c¹nh bªn gäi lµ ®­êng trung b×nh

2. §Þnh lÝ
(vÒ ®­êng trung b×nh)



AB//CD

[image: image206.wmf]Þ

PQ//AB  vµ  PQ = 
[image: image207.wmf]2

CD

AB

+


h×nh thang c©n

1. §Þnh nghÜa:

H×nh thang c©n lµ h×nh thang cã hai gäc ë ®¸y b»ng nhau.

2. TÝnh chÊt:

§Þnh lÝ 1:  Trong h×nh thang c©n, hai c¹nh bªn b»ng nhau.


H×nh thang ABCD (AB//CD) :

[image: image208.wmf]Þ

 BC= AD
§Þnh lÝ 2 :  Trong h×nh thang c©n hai ®­êng chÐo b»ng nhau.


H×nh thang ABCD(AB//CD) :



[image: image209.wmf]Þ

AC = BD

§Þnh lÝ 3  :(®¶o cña ®Þnh lÝ 2)


NÕu h×nh thang cã hai ®­êng chÐo b»ng nhau th× nã lµ h×nh thang c©n.

3. DÊu hiÖu nhËn biÕt h×nh thang c©n:
§Ó chøng minh h×nh thang lµ c©n, ta cã thÓ chøng minh h×nh thang ®ã cã mét trong c¸c tÝnh chÊt sau :

1) Hai gäc ë ®¸y b»ng nhau(®Þnh nghÜa).
2) Hai ®­êng chÐo b»ng nhau.
VÝ dô 4 :

Cho tam gi¸c ABC c©n, ®Ønh A. LÊy c¸c ®iÓm E, K lÇn l­ît trªn c¸c tia AB vµ AC sao cho :





AE + AK = AB + AC 


Chøng minh r»ng :


BC < EK.

Gi¶i :
 LÊy trªn AB mét ®iÓm L sao cho 



AL = AK

LÊy trªn AC mét ®iÓm D sao cho



AD = AE


Râ rµng c¸c tam gi¸c ALK vµ AED lµ nh÷ng tam gi¸c c©n cã chung gãc ë ®Ønh A nªn c¸c gãc ®¸y cña chóng b»ng nhau. Suy ra LK// ED, do ®ã DELK lµ h×nh thang c©n, cã c¸c ®­êng chÐo b»ng nhau.



DL = EK
(1)


Gäi O lµ giao ®iÓm cña hai ®­êng chÐo DL vµ EK, ta xÐt tæng :


EK + DL   =    (EO + OK) + (DO + OL) 

                             =    (EO + OD) + (OK + OL)


Tõ (1) vµ ®¼ng thøc cuèi cïng nµy, ta cã :

2 EK      =    (EO + OD) + (OK + OL)
  (2)

 
Nh­ng trong tam gi¸c OKL, ta cã :


OK + OL > LK

(3)
                Trong 
[image: image210.wmf]D

DEO :           EO + OD > ED

(4)

                 Tõ (2), (3) vµ (4) :  2EK > LK + ED
(5)

Tõ gi¶ thiÕt            AE + AK = AB + AC


Suy ra                      BE = CK

        MÆt kh¸c dÔ thÊy BCDE lµ h×nh thang c©n nªn



                  BE = CK


VËy               DC = CK.
T­¬ng tù, ta còng chøng minh ®­îc B lµ trung ®iÓm cña EL.

Tõ ®ã, BC ;lµ ®­êng trung b×nh cña h×nh thang DELK, suy ra :



 
LK + ED = 2BC
(6)
Tõ (5) vµ (6), ta cã :
         EK > BC           ( ® p c m).

VÝ dô 5 :


Cho h×nh thang ABCD (AB//CD) cã hai ®­êng chÐo vu«ng gãc. BiÕt ®­êng cao AH = h, TÝnh tæng hai ®¸y.

Gi¶i :

 VÏ AE// BD (E
[image: image211.wmf]Î

CD). V× AC 
[image: image212.wmf]^

BD (gt) nªn AC
[image: image213.wmf]^

AE (quan hÖ gi÷a tÝnh song song vµ vu«ng gãc).
Ta cã AE = BD ;  AB = DE (tÝnh chÊt ®o¹n ch¾n)
AC = BD (tÝnh chÊt ®­êng chÐo h×nh thang c©n)Suy ra AC = AE ; 
[image: image214.wmf]V

AEC vu«ng c©n t¹i A ; ®­êng cao AH còng lµ trung tuyÕn, do ®ã AH = 
[image: image215.wmf]11

EC(ABCD)

22

=+

 hay

 AB + CD =2h.


NhËn xÐt:

Khi gi¶i to¸n vÒ h×nh thang, ®Æc biÖt lµ h×nh thang c©n, nÕu cÇn vÏ ®­êng phô ta cã thÓ :

· Tõ mét ®Øng vÏ ®­êng th¼ng song song víi mét ®­êng chÐo (nh­ vÝ dô trªn).

· Tõ mét ®Ønh vÏ mét ®­êng th¼ng song song víi mét c¹nh bªn.

· Tõ mét ®Ønh vÏ thªm mét ®­êng cao.
VÝ dô 6 :


Cho tø gi¸c ABCD cã AD = AB = BC vµ 
[image: image216.wmf]µ

µ

0

AC180

+=

. Chøng minh r»ng a) Tia DB lµ tia ph©n gi¸c cña gãc D.

b) Tø gi¸c ABCD lµ h×nh thang c©n.

Gi¶i :
a) VÏ BH
[image: image217.wmf]^

CD, BK
[image: image218.wmf]^

AD. Ta cã 
[image: image219.wmf]¶

µ

1

AC

=

(cïng bï víi 
[image: image220.wmf]¶

2

A

) do ®ã 
[image: image221.wmf]D

BHC = 
[image: image222.wmf]D

BKA(c¹nh huyÒn, gãc nhän), suy ra BH = BK.

VËy DB lµ tia ph©n gi¸c cña gãc D.

b) Gãc 
[image: image223.wmf]1

A

 lµ gãc ngoµi t¹i ®Ønh A cña tam gi¸c c©n ADB nªn 
[image: image224.wmf]¶
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(v× cã cÆp gãc ®ång vÞ b»ng nhau).

VËy tø gi¸c ABCD lµ h×nh thang. H×nh thang nµy cã 
[image: image225.wmf]·

µ

1

ADCC

=

 (v× cïng b»ng
[image: image226.wmf]¶

1

A

) nªn lµ h×nh thang c©n.


NhËn xÐt :
§Ó chøng minh tø gi¸c lµ h×nh thang c©n, tr­íc tiªn ph¶i chøng minh tø gi¸c ®ã lµ h×nh thang, sau ®ã chøng minh hai gãc kÒ mét ®¸y b»ng nhau(theo ®Þnh nghÜa) hoÆc hai ®­êng chÐo b»ng nhau.
Trong vÝ dô trªn, sau khi chøng minh ®­îc AB//CD cÇn tr¸nh sai lÇm cho r»ng v× AD = BC (gt) nªn ABCD lµ h×nh thang c©n, sai lÇm ë chç h×nh thang cã hai c¹nh b»ng nhau ch­a ch¾c ®· lµ h×nh thang c©n.
C¸c bµi tËp vËn dônG

Bµi tËp 5:



Cho tø gi¸c låi ABCD trong ®ã AD = DC vµ ®­êng chÐo AC lµ ph©n gi¸c cña gãc DAB. Chøng minh r»ng ABCD lµ h×nh thang.

Bµi tËp 6 :



Chøng minh r»ng trong mét h×nh thang ®­êng th¼ng ®i qua trung ®iÓm cña mét c¹nh bªn song song víi hai ®¸y th× ®i qua trung ®iÓm cña c¹nh bªn kia.
Bµi tËp 7:



Cho tø gi¸c ABCD trong ®ã CD> AB . Gäi E, F lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña BD vµ AC . Chøng minh r»ng 

nÕu E F = 
[image: image227.wmf]2

AB

CD

-

 
th× tø gi¸c ABCD lµ h×nh thang.

Bµi tËp 8:



Cho tam gi¸c ABC trong ®ã AB > AC. Gäi H lµ ch©n ®­êng cao kÎ tõ ®Ønh A vµ M, N, P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AB, AC, BC.


Chøng minh r»ng tø gi¸c MNHP lµ h×nh thang c©n.

Bµi tËp 9:



Cho tam gi¸c ABC c©n, ®Ønh A. LÊy c¸c ®iÓm E, K lÇn l­ît trªn c¸c tia AB vµ AC sao cho :





AE + AK = AB +AC

Chøng minh r»ng :

BC < EK .



TiÕt 13 =>18
Chuyªn ®Ò 5 (6tiÕt):

§­êng trung b×nh cña tam gi¸c, cña h×nh thang

*) KiÕn thøc c¬ b¶n :


1.
a) §­êng th¼ng ®i qua trung ®iÓm mét c¹nh cña tam gi¸c vµ song song víi c¹nh thø hai th× nã ®i qua trung ®iÓm cña c¹nh thø ba.



b) §­êng th¼ng ®i qua trung ®iÓm mét c¹nh bªn cña h×nh thang vµ song song víi hai ®¸y th× ®i qua trung ®iÓm cña c¹nh bªn thø hai.


2.
a) §­êng trung b×nh cña tam gi¸c lµ ®o¹n th¼ng nèi trung ®iÓm hai c¹nh cña tam gi¸c. (h.8)



b) §­êng trung b×nh cña h×nh thang lµ ®o¹n nèi trung ®iÓm hai c¹nh bªn cña h×nh thang.(h.9)


          h.8
   h.9
3.a) §­êng trung b×nh cña tam gi¸c th× song song víi c¹nh thø ba vµ b»ng nöa c¹nh ®Êy.


b) §­êng trung b×nh cña h×nh thang th× song song víi hai ®¸y vµ b»ng nöa tæng hai ®¸y.

Bæ sung :


Trong h×nh thang cã hai c¹nh bªn kh«ng song song, ®o¹n th¼ng nèi trung ®iÓm hai ®­êng chÐo th× song song víi hai ®¸y vµ b»ng nöa hiÖu hai ®¸y.


Trong h.10 :



MN // AB // CD




[image: image228.wmf]CDAB
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C¸c vÝ dô minh häa


*) VÝ dô 1:


Cho tø gi¸c ABCD. Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AD vµ BC. Chøng minh r»ng nÕu 
[image: image229.wmf]ABCD

MN

2

+

=

 th× tø gi¸c ABCD lµ h×nh thang.

Gi¶i :


Gäi O lµ trung ®iÓm cña BD. C¸c ®o¹n th¼ng OM, ON lÇn l­ît lµ ®­êng trung b×nh cña 
[image: image230.wmf]ABD

D

 vµ 
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 nªn
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 vµ OM // AB ;

(1)

ON = 
[image: image233.wmf]CD

2

 vµ ON // CD ;

(2)


Suy ra O n»m gi÷a M vµ N. VËy ba ®iÓm M, O, N th¼ng hµng (3).

Tõ (1), (2), (3) suy ra AB // CD do ®ã tø gi¸c ABCD lµ h×nh thang.


+) NhËn xÐt :


Trong gi¶ thiÕt cña bµi to¸n cã trung ®iÓm hai c¹nh ®èi cña tø gi¸c, nèi hai ®iÓm nµy ta ch­a ®­îc ®­êng trung b×nh cña tam gi¸c nµo c¶. V× thÕ ta ®· vÏ thªm trung ®iÓm cña ®­êng chÐo BD ( hoÆc AC ) vµ vËn dông ®­îc ®Þnh lÝ ®­êng trung b×nh cña tam gi¸c ®Ó chøng minh.


ViÖc vÏ thªm trung ®iÓm cña mét ®o¹n th¼ng ®Ó vËn dông ®­êng trung b×nh cña tam gi¸c lµ viÖc vÏ ®­êng phô th­êng gÆp khi gi¶i bµi to¸n h×nh häc.


*) VÝ dô 2 :


Cho h×nh thang ABCD ( ®¸y AB nhá h¬n ®¸y CD ). T×m ®iÒu kiÖn cña h×nh thang nµy ®Ó hai ®­êng chÐo cña nã chia ®­êng trung b×nh thµnh ba phÇn b»ng nhau.

Gi¶i :


Gäi M, N lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AD vµ BC ; MN c¾t BD t¹i P, c¾t AC t¹i Q ; MN lµ ®­êng trung b×nh cña h×nh thang nªn MN // AB // CD.

XÐt 
[image: image234.wmf]ABD

D

 cã MA = MD ; MP // AB nªn PB = PD
XÐt 
[image: image235.wmf]ADC

D

 cã MA = MD ; MQ // CD nªn QA = QC.

MP vµ NQ lÇn l­ît lµ ®­êng trung b×nh cña 
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 vµ 
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PQ lµ ®o¹n nèi trung ®iÓm hai ®­êng chÐo cña h×nh thang ABCD nªn 
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Ta cã : MP = +Q = QN 
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+) NhËn xÐt :


NÕu kh«ng cã ®iÒu kiÖn ®¸y AB nhá h¬n ®¸y CD th× khi AB = 2.CD , chøng minh t­¬ng tù nh­ trªn ta vÉn cã hai ®­êng chÐo chia ®­êng trung b×nh thµnh ba phÇn b»ng nhau.

Tãm l¹i, nÕu h×nh thang cã mét ®¸y gÊp ®«i ®¸y kia th× hai ®­êng chÐo cña nã chia ®­êng trung b×nh lµm ba phÇn b»ng nhau.


*) VÝ dô 3 :


Tõ ba ®Ønh cña mét tam gi¸c, h¹ c¸c ®­êng vu«ng gãc xuèng mét ®­êng th¼ng d kh«ng c¾t c¹nh nµo cña tam gi¸c ®ã. Chøng minh r»ng tæng ®é dµi ba ®­êng vu«ng gãc ®ã gÊp ba lÇn ®é dµi ®o¹n th¼ng vu«ng gãc h¹ tõ träng t©m tam gi¸c xuèng ®­êng th¼ng d.


Gi¶i :


Gi¶ sö 
[image: image242.wmf]ABC
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 cã ba ®­êng trung tuyÕn AD, BE, CF c¾t nhau t¹i O; c¸c ®o¹n th¼ng  AG, BH, OI, CK ®Òu vu«ng gãc víi ®­êng th¼ng d. Ta ph¶i chøng minh: 

AG + BH + CK = 3OI

Tõ trung ®iÓm M cña BO vµ tõ E, ta h¹ MN vµ EP vu«ng gãc víi d. Ta cã BH // MN // OI // AG // EP //CK ( chóng cïng vu«ng gãc víi d). V× O lµ täng t©m cña tam gi¸c ABC nªn BM = MO = OE. Ta l¹i cã HN = IN = IP (®­êng th¼ng song song c¸ch ®Òu). Nh­ vËy ta ®­îc ba h×nh thang vu«ng BOIH, MEPN, ACKG lÇn l­ît cã MN, OI, EP lµ c¸c ®­êng trung b×nh. Tõ ®ã suy ra



MN + EP = 2.OI hay 2MN + 2EP = 4.OI


(1)


Nh­ng 2MN = BH + OI, 2EP = AG + CK, thay vµo (1) ta ®­îc 



BH + OI + AG + CK = 4.OI  suy ra AG + BH + CK = 3.OI.

· VÝ dô 4 :

Cho mét ®iÓm C ë ngoµi mét ®o¹n th¼ng AB. Dùng c¸c tam gi¸c vu«ng c©n ACA’, BCB’ ra ngoµi tam gi¸c ABC (
[image: image243.wmf]·

·

A'AC = CBB' = 1v

). Chøng minh r»ng vÞ trÝ cña ®iÓm M ( trung ®iÓm cña A’B’) kh«ng phô thuéc vµo vÞ trÝ chän ®iÓm C.


Gi¶i :

 
H¹ A’H, C E vµ B’F cïng vu«ng gãc víi ®­êng th¼ng AB. Ta dÔ dµng chøng minh ®­îc c¸c cÆp tam gi¸c vu«ng sau ®©y b»ng nhau :


[image: image244.wmf]A'HA = AEC        (1)

  B'FB =  BEC        (2)

DD

DD




Suy ra AH = BF = CE. Gäi N lµ trung ®iÓm cña HF th× N còng lµ trung ®iÓm cña AB. MN còng lµ ®­êng trung b×nh cña h×nh thang vu«ng A’HFB’ nªn 


[image: image245.wmf]A'H + B'F
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.



Nh­ng tõ (1) vµ (2) ta cã

A’H = AE ; B’F = BE






nªn
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VËy MN vu«ng gãc víi AB t¹i trung ®iÓm N cña AB vµ 
[image: image247.wmf]AB

MN = 

2

, nghÜa lµ vÞ trÝ ®iÓm M ®­îc hoµn toµn x¸c ®Þnh kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän ®iÓm  C ( C lµ ®iÓm bÊt k×, C vµ M cïng thuéc nöa mÆt ph¼ng cã bê lµ ®­êng th¼ng AB).

c¸c bµi tËp vËn dông 

Bµi 1:

    Cho tam gi¸c ABC cã 
[image: image248.wmf]µ

A = 

a

. Trªn c¹nh CA lÊy ®iÓm D sao cho CD = AB. KÎ ®­êng th¼ng xy qua trung ®iÓm cña AD vµ BC. tÝnh gãc do ®­êng th¼ng xy t¹o víi AB.

Bµi 2 :


Trªn hai c¹nh cña gãc nhän xOy, ta ®Æt c¸c ®o¹n th¼ng AB vµ CD b»ng nhau ( A n»m gi÷a O vµ B, C n»m gi÷a O vµ D). C¸c ®iÎm I vµ E lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AC vµ BD. Chøng minh r»ng ®­êng th¼ng IE song song víi tia ph©n gi¸c cña gãc xOy.


Cho tam gi¸c ABC. Dùng tam gi¸c vu«ng c©n ABD( vu«ng ë A, D vµ C cïng thuéc nöa mÆt ph¼ng bê AB), dùng tam gi¸c vu«ng c©n AEC ( vu«ng ë A, E vµ B cïng thuéc nöa mÆt ph¼ng bê AC). Gäi K, I, M lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña EC, BD vµ BC. Chøng minh r»ng tam gi¸c KMI vu«ng c©n.


Bµi 4:

Cho hai ®iÓm A vµ B ë ngoµi ®­êng th¼ng xy. t×m hÖ thøc gi÷a kho¶ng c¸ch tõ trung ®iÓm O cña ®o¹n th¼ng AB ®Õn xy vµ c¸c kho¶ng c¸ch tõ A vµ B ®Õn xy.

Bµi5 :


Cho tam gi¸c ABC. §­êng th¼ng xy ®i qua ®Ønh A. Gäi B’ vµ C’ lµ ch©n ®­êng vu«ng gãc kÎ tõ B vµ C xuèng xy. H·y x¸c ®Þnh vÞ trÝ cña ®­êng th¼ng xy ®Ó tæng BB’ + CC’ ®Æt gi¸ trÞ lín nhÊt.

TiÕt 19 => 24
Chuyªn ®Ò 4:  ( 6tiÕt)
ph©n tÝch ®a thøc thµnh nh©n tö

*) KiÕn thøc c¬ b¶n:

1. Ph©n tÝch ®a thøc thµnh nh©n tö lµ biÕn ®æi ®a thøc ®ã thµnh mét tÝch cña nh÷ng ®a thøc .


2. C¸c ph­¬ng ph¸p th«ng th­êng :


+) Ph­¬ng ph¸p ®Æt nh©n tö chung



AB + AC – AD = A(B+C-D).


+) Ph­¬ng ph¸p dïng h»ng ®¼ng thøc :



A2
[image: image249.wmf]±

 2AB + B2 = (A
[image: image250.wmf]±

B)2


A3 
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3A2B + 3AB2 
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 B3= (A 
[image: image253.wmf]±

B)3


A2 – B2 = (A-B)(A+B)



A3- B3 = (A-B)( A2+ AB + B2)



A3 + B3 = (A+ B)( A2 –AB + B2)


+) Ph­¬ng ph¸p nhãm c¸c h¹ng tö :



AC –AD + BC – BD = (C –D )(A + B)


*) N©ng cao :


1.  D¹ng tæng qu¸t cña c¸c h»ng ®¼ng thøc hiÖu hai b×nh ph­¬ng, hiÖu hai lËp ph­¬ng lµ :


An – Bn = (A – B)(An-1 + An-2B +....+ ABn-2 + Bn-1).

2. D¹ng tæng qu¸t cña h»ng ®¼ng thøc tæng hai lËp ph­¬ng lµ :

An + Bn = (A + B)(An-1 – An-2B +An-3B2 - ..... – AB2 + Bn-1).

3. ¸p dông vµo tÝnh chÊt chia hÕt :

An – Bn  
[image: image254.wmf]M

 A – B

víi n 
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N vµ A 
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B ;

An + Bn  
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 A + B

víi n lÎ vµ A
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-B :

A2k – B2k 
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 A2 – B2

víi k
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c¸c vÝ dô minh ho¹:

VÝ dô 1:
Ph©n tÝch ®a thøc thµnh nh©n tö :

a) x2 – 6x + 8 ;

b) 9x2 + 6x -8 ;

Gi¶i : Ba h¹ng tö cña ®a thøc kh«ng cã nh©n tö chung , còng kh«ng lËp thµnh b×nh ph­¬ng cña mét nhÞ thøc. Do ®ã ta nghÜ ®Õn viÖc t¸ch mét h¹ng tö thµnh hai h¹ng tö ®Ó t¹o thµnh ®a thøc cã bèn hoÆc n¨m h¹ng tö.

a) C¸ch 1.  x2 -6x + 8 = x2 – 2x – 4x + 8 = x(x – 2) – 4(x – 2) = (x – 2)(x- 4)

C¸ch 2. x2 – 6x + 8 = x2 – 6x + 9 – 1 = (x -3)2- 1 = (x – 2)(x – 4)

C¸ch 3. x2 – 6x +8 = x2 - 4 - 6x+12 = (x+ 2)(x – 2)–6(x-2) =(x- 2)(x- 4)

C¸ch 4. x2– 6x+8 = x2- 16 – 6x+24 = (x+4)(x– 4) -6 (x- 4) = (x – 4)(x – 2)
b) Cã nhiÒu c¸ch t¸ch mét h¹ng tö thµnh hai h¹ng tö kh¸c, trong ®ã hai c¸ch sau lµ th«ng dông nhÊt :

C¸ch 1: T¸ch h¹ng tö bËc nhÊt thµnh hai h¹ng tö råi dïng ph­¬ng ph¸p nhãm c¸c h¹ng tö vµ ®Æt nh©n tö chung míi.

9x2 +6x – 8 = 9x2 -6x + 12x – 8 = 3x(3x – 2) + 4(3x – 2) = (3x -2)(3x + 4)

C¸ch 2: T¸ch h¹ng tö kh«ng ®æi thµnh hai h¹ng tö råi ®­a ®a thøc vÒ d¹ng hiÖu cña hai b×nh ph­¬ng.



9x2 + 6x – 8 = 9x2+6x+1-9 = (3x + 1)2- 32= (3x +4)(3x -2).


*) Chó ý : C¸ch t¸ch h¹ng tö bËc nhÊt thµnh hai h¹ng tö dùa vµo h»ng ®¼ng thøc :



mpx2 + (mp +nq)x +nq = (mx +n)(px + q). 


Nh­ vËy trong tam thøc bËc hai : ·2 =bx + c, hÖ sè b ®­îc t¸ch thµnh b1 + b2 sao cho b1b2 =ac .


Trong thùc hµnh ta lµm nh­ sau :

1. T×m tÝch ac .

2. Ph©n tÝch ac ra tÝch cña hai thõa sè nguyªn b»ng mäi c¸ch.

3. Chän hai thõa sè mµ tæng b»ng b.

Trong ®a thøc 9x2 + 6x -8 th× a=9, b=6, c = -8.

B­íc 1 : TÝch ac = 9 (- 8) = -72.

B­íc 2 : Ph©n tÝch -72 ra tÝch hai thõa sè tr¸i dÊu, trong ®ã thõa sè d­¬ng cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi lín h¬n ( ®Ó tæng hai thõa sè ®ã b»ng 6).


-72 = (-1).72 = (-2).36 =(-3).24 =(-4) .18 = (-6).12 =(-8).9

B­íc 3 : Chän hai thõa sè mµ tæng b»ng 6. §ã lµ -6 vµ 12.


Trong tr­êng hîp tam thøc 
[image: image262.wmf]a

x2 + bx +c cã b lµ sè lÎ, hoÆc a kh«ng lµ b×nh ph­¬ng cña mét sè nguyªn th× gi¶i theo c¸ch 1 gän h¬n c¸ch 2.

VÝ dô 2 : Ph©n tÝch thµnh nh©n tö :(x2 +x)2 +4x2 +4x -12.


Gi¶i :  Ta nhËn thÊy nÕu ®Æt x2 +x =y th× ®a thøc cã d¹ng y2 + 4y -12 lµ tam thøc bËc hai ®èi víi y. Ta cã :


y2 +4y -12 = y2 +6y -2y -12 = y(y +6) – 2(y +6) =(y + 6)(y -2)= (x2 +x +6)(x2 +x – 2)= (x2 + x +6)(x+2)(x – 1)

C¸ch lµm nh­ trªn gäi lµ ®æi biÕn.

Chó ý : Tam thøc bËc hai 
[image: image263.wmf]a

x2 +bx +c sÏ kh«ng ph©n tÝch tiÕp ®­îc nh©n tö trong ph¹m vi sè h÷u tØ nÕu :


Theo c¸ch 1, khi ph©n tÝch ac ra tÝch cña hai thõa sè nguyªn b»ng mäi c¸ch, kh«ng cã hai thõa sè nµo cã tæng b»ng b, hoÆc

Theo c¸ch 2, sau khi ®­a tam thøc vÒ d¹ng 
[image: image264.wmf]a


x2 – k th× k kh«ng lµ b×nh ph­¬ng cña sè h÷u tØ.


Tam thøc x2 +x +6 kh«ng ph©n tÝch thµnh nh©n tö ®­îc n÷a(trong ph¹m vi sè h÷u tØ) v× :


Theo c¸ch 1, tÝch ac =6 =1.6= 2.3, kh«ng cã hai thõa sè nµo cã tæng b»ng 1.

Cßn theo c¸ch 2, x2 + x+6 = x2 + 2x.
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= (x +
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Ta thÊy 
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 kh«ng lµ b×nh ph­¬ng cña mét sè h÷u tØ.

VÝ dô 3: Ph©n tÝch thµnh nh©n tö : x3 + 3x2 – 4.

Gi¶i : Ta t¸ch c¸c h¹ng tö cña ®a thøc trªn b»ng ph­¬ng ph¸p t×m nghiÖm cña ®a thøc. Ta nh¾c l¹i 
[image: image271.wmf]a

 lµ nghiÖm cña ®a thøc f(x) nÕu f(a)= 0. Nh­ vËy nÕu ®a thøc f(x) chøa nh©n tö x-a th× a ph¶i lµ nghiÖm cña ®a thøc. Ta l¹i chó ý r»ng, nÕu ®a thøc trªn cã mét nh©n tö lµ x-a th× nh©n tö cßn l¹i lµ x2 + bx + c, suy ra –ac = -4, tøc lµ a ph¶i lµ ­íc cña -4. Tæng qu¸t, trong ®a thøc víi hÖ sè nguyªn, nghiÖm nguyªn nÕu cã ph¶i lµ ­íc cña h¹ng tö kh«ng ®æi. ¦íc cña -4 lµ 
[image: image272.wmf]±

1, 
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2, 
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4. KiÓm tra ta thÊy -1 lµ nghiÖm cña ®a thøc. Nh­ vËy ®a thøc chøa nh©n tö x-1, do ®ã ta t¸ch c¸c h¹ng tö cña ®a thøc lµm xuÊt hiÖn nh©n tö chung x-1.

C¸ch 1.
x3 +3x2 – 4

 

= x3 -x2 + 4x2 -4

= x2 (x -1)+ 4(x-1)(x2 +4x+4) 

=(x-1)(x+2)2.

C¸ch 2 .
x3 +3x2 – 4= x3 -1 + 3x2 -3




        = (x-1)(x2 +x+1) + 3(x-1)(x+4)




        = (x-1)(x2 +x+1+3x+3)




        = (x-1)(x+2)2.


Ta còng chó ý r»ng nÕu ®a thøc cã tæng c¸c hÖ sè b»ng 0 th× ®a thøc chøa nh©n tö x-1, nÕu ®a thøc cã tæng c¸c hÖ sè cña h¹ng tö bËc ch½n b»ng tæng c¸c hÖ sè bËc lÎ th× ®a thøc chøa nh©n tö x+1

VÝ dô 4 : Ph©n tÝch thµnh nh©n tö : 2x3 -5x2 + 8x -3.


Gi¶i : C¸c sè 
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1, 
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3 kh«ng lµ nghiÖm cña ®a thøc, vËy ®a thøc kh«ng cã nghiÖm nguyªn. Nh­ng ®a thøc cã thÓ cã nghiÖm h÷u tØ. Trong ®a thøc víi hÖ sè nguyªn , nghiÖm h÷u tØ nÕu cã ph¶i cã d¹ng 
[image: image277.wmf]q
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 trong ®ã p lµ ­íc cña hÖ sè tù do,q lµ ­íc d­¬ng cña hÖ sè cao nhÊt. Nh­ vËy nghiÖm h÷u tØ nÕu cã cña ®a thøc trªn chØ cã thÓ lµ 
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 EMBED Equation.3  [image: image280.wmf]2
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,
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3, hoÆc 
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 EMBED Equation.3  [image: image283.wmf]2
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. Sau khi kiÓm tra ta thÊy x= 
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 lµ mét nghiÖm nªn ®a thøc chøa nh©n tö x- 
[image: image285.wmf]2

1

 hay 2x-1. Do ®ã ta t×m c¸ch t¸ch c¸c h¹ng tö cña ®a thøc ®Ó xuÊt hiÖn nh©n tö chung 2x-1.



   2x3 -5x2 +8x -3



= 2x3 –x2 -4x2 +2x +6x -3



= x2 (2x-1)-2x(2x-1) + 3(2x-1)



= (2x-1)(x2 – 2x +3).

Cã thÓ gi¶i bµi tËp trªn b»ng ph­¬ng ph¸p hÖ sè bÊt ®Þnh : nÕu ®a thøc trªn ph©n tÝch ®­îc thµnh nh©n tö th× ph¶i cã d¹ng :





(
[image: image286.wmf]a

x +b)(cx2 +dx +m).

PhÐp nh©n nµy cho kÕt qu¶ :




[image: image287.wmf]a

cx3 +(ad +bc)x2 +(am +bd)x +bm.


§ång nhÊt ®a thøc nµy víi 2x3 -5x2 +8x -3, ta ®­îc



ac =2, ad +bc =-5, am +bd =8, bm =-3

Cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng a > 0 (v× nÕu a < 0 th× ta ®æi dÊu c¶ hai nh©n tö), do ®ã a=1 hoÆc a=2.


XÐt a=2 th× c=1, ta cã 2d +b =-5, 2m +bd =8, bm = -3 ;b cã thÓ b»ng
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3.

XÐt b =-1 th× m=3, d=-2 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn trªn.


VËy a=2, c=1, b=-1, m=3, d=-2.


Ta cã :





2x3 -5x2 +8x -3= (2x-1)(x2 – 2x +3).

VÝ dô 5:



Cho x vµ y lµ hai sè kh¸c nhau, tho¶ m·n ®iÒu kiÖn :






9x(x-y) – 10(y –x)2 = 0.



Chøng minh r»ng: x = 10y.



Gi¶i:




9x(x – y) – 10(y-x)2 = 9x(x-y) -10(x-y)2 =(x-y)[9x -10(x-y)]=(x-y)(10y –x).


Theo ®Ò bµi ta cã (x-y)(-x +10y) = 0.


V× x
[image: image290.wmf]¹

y nªn –x +10y = 0 hay x = 10y.

C- c¸c bµi tËp vËn dông
Bµi tËp 1:



Ph©n tÝch c¸c ®a thøc sau thµnh nh©n tö :


a) 5x(x -2y) + 2(2y –x)2 ;

b) 7x(y -4)2 – (4 –y)3 ;


c) (x2 +4y2 -5)2 – 16(x2 y2 +2xy +1).


d) x4 -25x2+20x -4;

e) (a+b+c)2+(a-b+c)2- 4b2.


f) a5 + b5 – (a+b)5 
Bµi tËp 2: Chøng minh r»ng: 

a) 432 + 43. 17 
[image: image291.wmf]M

60

b) 2110 - 1
[image: image292.wmf]M


200
c) 20052007 + 20072005  
[image: image293.wmf]M

2006
d) 495 – 49 
[image: image294.wmf]M

100.
Bµi tËp 3:  Cho x2y-y2x + x2z – z2x+ y2z+z2y = 2xyz

Chøng minh r»ng trong ba sè x,y,z Ýt nhÊt còng cã hai sè b»ng nhau hoÆc ®èi nhau.

Bµi tËp 4 :


Ph©n tÝch thµnh nh©n tö :

a) x5+x + 1

b) x7+ x2+ 1.

Bµi tËp 5 :


Ph©n tÝch c¸c ®a thøc sau thµnh nh©n tö :

a) A = (a-b)3 + (b-c)3+ (c-a)3
b) B = (a+ b -2c)3 + (b + c -2a)3 + (c + a – 2b)3.

Bµi tËp 6 :


Ph©n tÝch ®a thøc A thµnh tÝch cña mét nhÞ thøc bËc nhÊt víi mét ®a thøc bËc ba víi hÖ sè nguyªn sao cho hÖ sè cao nhÊt cña ®a thøc bËc ba lµ 1:



A = 3x4 + 11x3 – 7x2 – 2x + 1.

Bµi tËp 7 :

Ph©n tÝch ®a thøc B thµnh tÝch cña hai tam thøc bËc hai víi hÖ sè nguyªn :



B = x4 – 6x3 + 11x2 – 6x + 1.

TiÕt 25-26-27-28
Chuyªn ®Ò 6 :
ph­¬ng ph¸p gi¶i to¸n vÒ chia hÕt trong t¹p hîp z c¸c sè nguyªn.

I. Nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n ë líp 6 vµ 7 vÒ lÝ thuyÕt trong Z.


1. TÝnh chia hÕt :


a) 
§Þnh nghÜa :


Cho a, b 
[image: image295.wmf]Î

Z ( b
[image: image296.wmf]¹

0)



[image: image297.wmf]NÕu cã qZ sao cho a = bq

Th× ta nãi:

a lµ béi cña b hoÆc b lµ ­íc cña a

a chia hÕt cho b hoÆc b chia hÕt a

KÝ hiÖu: ab

ab       a = bq 

Î
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b) TÝnh chÊt c¬ b¶n cña quan hÖ “ chia hÕt” trong Z


Víi mäi a, b, c, m 
[image: image298.wmf]Î

Z :



1. a/ 0   (a
[image: image299.wmf]¹

 0)



2. 1/ a



3. a/ a   (a
[image: image300.wmf]¹

 0)


4. a/b vµ b/a   
[image: image301.wmf]Þ

 a = 
[image: image302.wmf] b         (a, b  0)

±¹




5. a/ b vµ b/ c  
[image: image303.wmf] a/c        (a, b  0)

Þ¹





(TÝnh chÊt b¾c cÇu)



6. c/a vµ c/b   
[image: image304.wmf] c/ (am + bn)        (c0)

Þ¹



2. PhÐp chia cã d­ :


a) §Þnh lÝ :


Cho hai sè nguyªn a, b (b> 0), bao giê còng cã duy nhÊt cÆp sè nguyªn q, r sao cho :


a = bq + r         víi 0
[image: image305.wmf]rb

£<

.


r lµ sè d­ trong phÐp chia a cho b.



(r = 0 : th× a chia hÕt cho b)


Khi r
[image: image306.wmf]0

¹

, cã thÓ lÊy sè d­ lµ sè ©m  r’ = r- b.


b) Chia a cho b>0 th× sè d­ r lµ mét trong b sè :


+) b ch¾n    
[image: image307.wmf]b

 r= 0, 1,2,3,......+

2

Þ±±±




(hoÆc 
[image: image308.wmf]b

 r= 0, 1,2,3,......-

2

Þ±±±

)


+) b lÎ          
[image: image309.wmf]b-1

 r= 0, 1,2,3,......

2

Þ±±±±

.

3. ThuËt to¸n Euclide ®Ó t×m ¦CLN cña hai sè :



¦íc chung lín nhÊt cña hai sè d­¬ng a vµ b ®­îc kÝ hiÖu lµ ¦CLN(a, b) hoÆc (a, b).
ThuËt to¸n Euclide gióp ta t×m ¦CLN mét c¸ch kh¸c. ThuËt to¸n dùa trªn ®iÞnh lÝ sau ®©y :


+) NÕu a lµ béi cña b th× ¦CLN(a, b) = b



a = bq       
[image: image310.wmf]  (a, b) = b

Þ



+) NÕu a chia cho b, d­ r
[image: image311.wmf]0

¹

, th× ¦CLN(a, b) b»ng ¦CLN(b, r)


do ®ã, ta cã thÓ thùc hiÖn c¸c phÐp chia liªn tiÕp ®Ó t×m ¦CLN(a, b).

VÝ dô :


T×m ¦CLN(300, 105).

· Chia 300 cho 105, ta ®­îc d­ 90

· chia 105 cho 90, ta ®­îc d­ 15
· Chia 90 cho 15, ta ®­îc d­ 0

VËy : ¦CLN(300, 105) = 15.

Cã thÓ thÊy râ ®iÒu ®ã nh­ sau :


300 = 105. 2 + 90  
[image: image312.wmf]Þ

 (300; 105) = (105; 90)



105 = 90 . 1 + 15   
[image: image313.wmf]Þ

  (105; 90 ) = (105; 15)


90   = 15 . 6 
          
[image: image314.wmf]Þ

  ( 90; 15 )  = 15


VËy :      (300; 15) = 15


Trong thùc hµnh, ta ®Æt phÐp tÝnh nh­ sau :

300 105




105
90
2



90
15
1

0
6

4. Mét sè ®Þnh lÝ quan träng :


*) §Þnh lÝ 1 :


Mét sè d lµ ­íc chung cña a vµ b khi vµ chØ khi d lµ ­íc cña ¦CLN(a, b).

d/a  vµ d / b   
[image: image315.wmf]Û

 d / (a, b)


*) §Þnh lÝ 2 :


Mét sè m lµ béi chung cña a vµ b khi vµ chØ khi m lµ béi cña BCNN(a, b)




[image: image316.wmf]m a   vµ  m  b        m [ a, b] 

Û

MMM



*) §Þnh lÝ 3 :




(a,b). [a, b]   =   ab


*) §Þnh lÝ 4 :


NÕu a, b nguyªn tè cïng nhau vµ tÝch a.c chia hÕt cho b th× c chia hÕt cho b.




[image: image317.wmf]ac  b  vµ    (a, b) = 1        c  b

Þ

MM



*) §Þnh lÝ 5 :

NÕu c chia hÕt a vµ cho b mµ a, b nguyªn tè cïng nhau th× c cia hÕt cho tÝch a.b.




[image: image318.wmf]c  a, c  b  vµ   (a, b) = 1  c a.b

Þ

MMM


II – Ph­¬ng ph¸p gi¶i mét sè bµi to¸n vÒ chia hÕt :


*) ph­¬ng ph¸p 1 :
§Ó ch­ng minh A(n) chia hÕt cho b, cã thÓ xÐt mäi tr­êng hîp vÒ sè d­ khi chia n cho p.

Bµi to¸n 1:


Chøng minh r»ng víi mäi 
[image: image319.wmf]nZ

Î

 :





A(n) =  n(n2 + 1)(n2 + 4) 
[image: image320.wmf] 5

M



Gi¶i :


XÐt mäi tr­êng hîp khi chia n
[image: image321.wmf]Z

Î

 cho 5, ta cã sè d­ lµ : r = 
[image: image322.wmf]0,  1,  2.

±±



a) r = 0  

c) r = 
[image: image323.wmf] 2

±

          

A(n) lµ tÝch cña ba thõa sè, trong mäi tr­êng hîp ®Òu cã mét thõa sè chia hÕt cho 5. VËy A(n) 
[image: image324.wmf] 5

M

, víi mäi 
[image: image325.wmf]nZ

Î

.

VÝ dô 2 :


Chøng minh r»ng :

a) Tæng cña 3 sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 3 ;

b) Tæng cña 5 sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 5 ;

c) Tæng cña 2k + 1 sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 2k + 1.

Gîi ý :

a) (n – 1) + n + (n + 1) = 3n

b) (n – 2) + (n – 1) + n + (n + 1) + (n + 2) = 5n

c) (n – k ) + (n – k + 1) + .... + n + (n + 1) + .... + (n + k – 1) + ( n + k) = (2k + 1) n.

VÝ dô 3 :


Chøng minh r»ng :


a) Trong 2 sè nguyªn liªn tiÕp, cã mét vµ chØ mét sè chia hÕt cho 2 (ch½n) ;


b) Trong 3 sè nguyªn liªn tiÕp, cã mét vµ chØ mét sè chia hÕt cho 3 ;

c)
Trong k sè nguyªn liªn tiÕp, cã mét vµ chØ mét sè chia hÕt cho k ;



*) Ph­¬ng ph¸p 2 :


§Ó chøng minh A(n) chia hÕt cho mét sè m, nãi chung nªn ph©n tÝch m ra thõa sè : m = p.q

1) NÕu p, q nguyªn tè cïng nhau : ta t×m c¸ch chøng minh :

A(n) 
[image: image326.wmf] p     vµ       A(n)  q

MM




(Suy ra A(n) 
[image: image327.wmf] p.q, 

M

theo ®Þnh lÝ 5 vÒ chia hÕt )

VÝ dô 4 :

a) Chøng minh r»ng tÝch cña 3 sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 6.

b) TÝch cña 4 sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho bao nhiªu. 

Gi¶i :

a) Gäi ba sè nguyªn liªn tiÕp lµ n, n +1, n + 2

TÝch cña chóng lµ :




A(n) = n(n + 1)(n + 2)

Ta cã 6 = 2.3
( 2 vµ 3 lµ sè nguyªn tè).

Trong 2 sè nguyªn liªn tiÕp n vµ n + 1, bao giê còng cã mét sè ch½n, do ®ã A(n)
[image: image328.wmf] 2

M


Trong 3 sè nguyªn liªn tiÕp n, n + 1, n + 2 bao giê còng cã mét sè chia hÕt cho 3, nªn tÝch cña chóng lu«n chia hÕt cho 3 : A(n) 
[image: image329.wmf] 3

M

.

[image: image330.wmf]A(n)  2 vµ    A(n)  3, mµ (2, 3) = 1 nªn

                   A(n)  2.3 = 6

MM

M



Chó ý r»ng : ba sè nguyªn liªn tiÕp cã thÓ lµ n – 1, n vµ n + 1.

b) A(n) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)

Tr­íc hÕt, ta thÊy r»ng trong bèn sè nguyªn liªn tiÕp : n, n + 1, n + 2, n+3, bao giê còng cã mét sè cia hÕt cho 2 vµ mét sè kh¸c chia hÕt cho 4.

ThËt vËy :


NÕu n = 2k th× n + 2 = 2k + 2 = 2(k + 1)

Do ®ã :

· Khi k ch½n th× n 
[image: image331.wmf] 4 cßn (n + 2)  2

MM


· Khi k lÎ th× (n + 2) 
[image: image332.wmf] 2 cßn n  2

MM


T­¬ng tù nh­ vËy, nÕu xÐt n + 1 vµ n + 3 cã mét sè chia hÕt cho 4, sè kia chia hÕt cho 2.

Do ®ã   A(n) = n(n + 1)(n + 2)(n +3) 
[image: image333.wmf] 4.2 = 8

M


Theo a) th× n(n + 1)(n + 2)(n +3) 
[image: image334.wmf]M

3
mµ (3, 8) = 1 nªn A(n) 
[image: image335.wmf]M

3.8 = 24.

2) NÕu p, q kh«ng nguyªn tè cïng nhau : Ph©n tÝch A(n) ra thõa sè :

A(n) = B(n). C(n)



vµ t×m c¸ch chøng minh



[image: image336.wmf]B(n)  p      vµ C(n)  q

MM



suy ra B(n).C(n) 
[image: image337.wmf]M

 p. q

Bµi tËp :


Chøng minh r»ng tÝch cña hai sè ch½n liªn tiÕp chia hÕt cho 8.

Trong tr­êng hîp 3 sè ch½n liªn tiÕp th× tÝch chia hÕt cho bao nhiªu.



*) Ph­¬ng ph¸p 3 :
§Ó chøng minh A(n) chia hÕt cho m, ta cã thÓ biÕn ®æi A(n) thµnh tæng cña nhiÒu h¹ng tö vµ chøng minh mçi h¹nh tö ®ã chia hÕt cho m.

VÝ dô 5 :


Chøng minh r»ng lËp ph­¬ng cña mét sè nguyªn bÊt k× (n > 1) trõ ®i 13 lÇn sè nguyªn ®ã th× lu«n chia hÕt cho 6.


Gi¶i :


Ta ph¶i chøng mhinh :




A(n) = n3 – 13n 
[image: image338.wmf]M

 6


Chó ý r»ng : 13n = 12n + n, mµ 12n 
[image: image339.wmf]M

 6, ta biÕn ®æi A(n) thµnh




A(n) = (n3 – n) – 12n.


Ta cã :
n3 – n = n(n2 – 1) = (n – 1)n(n + 1).


§©y lµ tÝch cña ba sè nguyªn liªn tiÕp, tÝch nµy lu«n chia hÕt cho 6.

A(n) lµ hiÖu cña hai h¹ng tö : n3 – n vµ 12n, mçi h¹ng tö ®Òu chia hÕt cho 6, nªn :




A(n) 
[image: image340.wmf]M

 6.

VÝ dô 6 :


Chøng minh r»ng tæng lËp ph­¬ng cña ba sè nguyªn liªn tiÕp chia hÕt cho 9.


G¶i :


Ba sè nguyªn liªn tiÕp lµ n, n +1, n+ 2, ta ph¶i chøng minh :



A = n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 chia hÕt cho 9.


Ta cã :



A = n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3


    = 3n3 + 9n2 + 15n + 9



    = 3n3 -3n + 18n + 9n2 + 9



    = 3n(n – 1)(n + 1) + 18n + 9 + 9n2

n, n – 1, n + 1 lµ ba sè nguyªn liªn tiÕp, trong ®ã mét sè chia hÕt cho 3, vËy :


B = 3n(n – 1)(n + 1) 
[image: image341.wmf]M

 9



C = 18n + 9n2 +9  
[image: image342.wmf]M

 9



A = B +C   

mµ 
B 
[image: image343.wmf]M

 9, C 
[image: image344.wmf]M

 9

nªn 
A 
[image: image345.wmf]M

 9.


§Ó chøng minh mét tæng kh«ng chia hÕt cho m, ta chøng minh mét h¹ng tö nµo ®ã kh«ng chia hÕt cho m, cßn tÊt c¶ c¸c h¹ng tö ®Òu chia hÕt cho m.
VÝ dô 7 :


Chøng minh r»ng :





n2 + 4n + 5 kh«ng chia hÕt cho 8 víi mäi sè n lÎ .


Gi¶i :



§Æt n = 2k + 1, ta cã :




n2 + 4n + 5 
= 
(2k + 1)2 + 4(2k + 1) + 5






= 
(4k2 + 4k + 1) + (8k + 4) +5






= 
(4k2 + 4k) + (8k + 8) + 2






= 
4k(k + 1) + 8(k + 1) +2


§©y lµ tæng cña ba h¹ng tö, h¹ng tö ®Çu 4k(k + 1) chia hÕt cho 8, h¹ng tö thø hai 8 (k + 1) còng chia hÕt cho 8, riªng h¹nh tö hø ba lµ 2 kh«ng chia hÕt cho 8. VËy tæng ®· cho kh«ng chia hÕt cho 8.

Bµi tËp :


Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn n :

a) n3 – n + 4 kh«ng chia hÕt cho 3 ;

b) n2 + 11n + 39 kh«ng chia hÕt cho 49 ;

c) n2 + 3n + 5 kh«ng chia hÕt cho 121.

*) Ph­¬ng ph¸p 4 :

§Ó chøng minh r»ng A(n) chia hÕt cho m, ta cã thÓ ph©n tÝch A(n) thµnh nh©n tö, trong ®ã cã mét nh©n tö b»ng m :



A(n) = m . B(n)


Th­êng ph¶i sö dông c¸c h»ng ®¼ng thøc. Nãi riªn, tõ c¸c h»ng ®¼ng thøc (9), (10) vµ (11) ta cã :



an – bn chia hÕt cho a – b (a 
[image: image346.wmf]¹

 b) víi n bÊt k×



an – bn chia hÕt cho a + b (a 
[image: image347.wmf]¹

 - b) víi n ch½n ( n = 2k)


           an + bn chia hÕt cho a + b (a 
[image: image348.wmf]¹

 - b) víi n lÎ ( n = 2k + 1).

VÝ dô 8 :


Chøng minh r»ng :



25 + 35 + 55  
[image: image349.wmf]M

 5 .


Gîi ý :


V× 5 lµ sè lÎ, nªn 25 + 35 
[image: image350.wmf]M

 (2 + 3) .

VÝ dô 9 :

Chøng minh r»ng :

24n – 1 chia hÕt cho 15.


Gi¶i :


24n – 1 = (24)n – 1n = (24 – 1)[(24)n – 1 + .... + 1] = 15 . M


VËy :

(24n – 1) 
[image: image351.wmf]M

 15

Bµi tËp :

a)Chøng minh r»ng :



A = 71 + 72 +.......+ 74k  (trong ®ã k lµ sè tù nhiªn) chia hÕt cho 400.

b) Chøng minh biÓu thøc :



A = 75(41975+ 41974+ .....+ 42 + 5) + 25


chia hÕt cho 41976.



*) Ph­¬ng ph¸p 5 :

Dïng nguyªn t¾c Dirichlet


NÕu nhèt 9 chó thá vµo 4 c¸i chuång th× ph¶i cã mét c¸i chuång nhèt Ýt nhÊt lµ 3 chó thá.
� EMBED Equation.DSMT4  ���
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